PRELEGEREA VI
STATISTICA MATEMATICA

I. Variabile aleatoare

6.1 Repartitia si densitatea de probabilitate a unei variabile aleatoare

Caracteristica, variabila studiatd din stiintele experimentale se modeleazd in teoria
probabilitatilor cu ajutorul variabilelor aleatoare. De exemplu, Tintr-un studiu
antropometric, a spune ca studentul X are indlfimea de 1.70 m, Tnseamna ca mai intli s-a
selectat studentul X (s-a realizat evenimentul) si apoi s-a facut masurarea (0 valoare s-a
atribuit evenimentului). Aceastd marime, inidltimea studentului, este o variabila
aleatoare.

Prin urmare, o variabila se numeste aleatoare daca, in cazul mai multor
experimente efectuate in aceleasi conditii, aceasta primeste valori diferite.

Teoretic, 0 variabila aleatoare se caracterizeaza prin  valorile primite si
probabilitatile de aparitie a acestor valori. Mulfimea formata din perechile ordonate
valoare — probabilitatea corespunzatoare valorii respective defineste repartitia
(distributia) variabilei aleatoare.

Vom nota cu majuscule bold variabilele aleatoare, X, Y, Z etc., eventual, cu
indici, acolo unde este cazul si cu litere mici corespunzatoare valorile primite.

Vom distinge doua cazuri:

a) Cazul finit.

Fie (Q, P(Q), P) un spatiu de probabilitate finit, unde Q ={w;, 02, ...,
®n}, 01, 02, ..., 0, fiind evenimente elementare.
Definitia 5.1.1.

Orice functie definita pe Q cu valori reale, X : Q —R, se numeste variabila aleatoare
discreta (cu prescurtarea v.a.d.). V.a.d. nu poate lua decit un numar finit de valori intregi
si nenegative.

De exemplu, in experienta aruncarii cu un zar ideal, rezultatul pe care 1l obtinem
este o v.a.d, X : Q —»R. X poate lua numai valori discrete, x;=1, 2, 3,4, 5,6, unde i =1,

2,3,4,5,6, iar P(X =xj) =% . Suma tuturor probabiulitatilor P(X = X;) este egala cu 1.

Deci, fiecarui eveniment elementar ®; i se asociaza un numar real X(w;). Cum
aceste numere nu sint in mod necesar distincte intre ele, vom nota cu Xy, Xo, ..., Xk, K<n,
valorile distincte luate de v.a. X. Se noteaza cu:

Ai- {o | X(0) =X}, 1=1, 2, ..., k acele evenimente, nu neaparat
elementare, pentru care v.a.d. X primeste valori diferite. Altfel spus, A;j contine toate
evenimentule a caror realizare conduce la luarea valorii X; de catre v.a.d. X.

Familia {A1, Az, ..., A} formeazd o partitie a multimii de baza Q, numita
partitia indusd de v.a.d. X. Orice eveniment elementar apartine unui eveniment A; si
numai unuia singur.

Plecind de la un eveniment A, dupa cum se observa in figura de mai jos, se pot
evidentia cele doud notiuni studiate, legate de acesta, probabilitatea evenimentului A,
P(A) si valoarea X(A), asociata prin intermediul v.a.d. X.



eveniment A » probabilitatea lui A, P(A)
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valoarea v.a.d. X, X(A)
Figura 6.1.1. Tipuri de corespondenta

Legatura marcata prin linie punctata precizeaza ca v.a.d. X ia valori cu anumite
probabilititi, si anume cu probabilitatile cu care se realizeaza evenimentele asociate
valorilor lui X. Astfel, se poate considera functia de probabilitate (sau legea de
probabilitate, repartitia de probabilitate) a v.a.d. X, care se defineste in modul
urmator:

f:{x1, X2, ..., X} =[0, 1], unde f(x;) = P(Ai),1=1,2, ..., k.
Functia de probabilitate a v.a.d. X se noteaza fie

(xl X, ...ka . »
X: , unde p(x;) = f(X;) reprezinta probabilitatea cu
P P2 k
care X ia valoarea x;, fie

Pi = P(X = Xi), i= 1,2, ..., k.

Reprezentarea graficd a repartitiei de probabilitate se face n felul urmator: pe
abscisd se reprezinta valorile posibile ale v.a.d., iar pe ordonatd probabilitatile
corespunzatoare.

De exemplu, functia de probabilitate a variabilei X definitd, 1in experienta

aruncarii cu un zar ideal, se prezintd in tabelul6.1.1, iar reprezentarea ei grafica in figura
6.1.2.

Tabelul 6.1.1. Distributia variabilei discrete X
Daca se considera lagimea dreptunghiurilor formate egala cu unitatea, atunci suma
ariilor dreptunghiurilor este egald cu 1, dupa cum se observa in figura de mai jos.
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Figura 6.1.2. Reprezentarea grafica a functiei de probabilitate a v.a.d. X

Urmatoarele proprietati ale functiei de probabilitate rezultd imediat din definitia si
proprietatile probabilitafii:

Df(xi)=20,i=1,2, ... k;




2) Zk:f(xi) = ip(x =x) =P@)=1.

Interpretarea celor doua relatii este asemanatoare cu cea de la frecvente relative,
adica de a fi nenegative si de a avea suma egala cu 1.

Notiunii de frecventd relativa cumulatd 11 corespunde functia de repartitie a
v.ad. X, definita astfel: F : B - R, F(X) = P(X £ x), unde prin X < x s-a notat
evenimentul:

{o | X(w) < x}, adica reuniunea acelor evenimente elementare pentru care
v.a.d. ia valori mai mici sau egale cu x.

Functia de repartitic a v.a. X are ca valoare, intr-un punct oarecare X,
probabilitatea ca v.a.d. sa ia valori mai mici sau egale cu x.

Dinrelatia P(X £ x) = Z P(A), rezultd cd suma tuturor probabilitatilor

Xi <X
evenimentelor A; determina valorile v.a.X mai mici sau egale cu x. Altfel spus, intervin
probabilitatile cumulate.

Grafic, functia de repartitie a variabilei X definita mai sus, in experienta aruncarii
cu un zar ideal, se prezintd ca o functie 1n trepte care contine puncte de salt:
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Figura 6.1.3. Reprezentarea grafica a functiei de
repartitie a v.a.d. X
Probabilitatea ca numarul pe care il obtinem la aruncarea unui zar sa fie mai mica

decit 1 este zero, F(1)=P(X<1)=0. Continuind, vom avea:
F2)=P(X<2)=P(X=1)=1(1) = %;
F@)=P(X<3)=P(X=1)+P(X=2) = % " % :%;
F(4)=P(X<4)= Zsl P(X=i) = %;
F(5)=P(X<5)= 24: P(X=1) = %;
F(6)=P(X<6)= 25: PX=i) = %;
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F(-00) = 0 si F(+o0) = 1.

Deci, suma tuturor salturilor este egala cu 1.
Definitia 6.1.2.
Doua variabile aleatoare discrete X si Y definite pe o aceeasi multime de baza Q sint
independente daca evenimentele partitiilor induse de X si Y sint independente doua cite
doud, adica pentru orice i si j are loc:

P(X=Xi NY =y;) =P(X=x;). P(Y =yj). Se observa ca, v.a.d. X si Y iau valori
independente una de alta. Definitia se poate generaliza la un numar nedeterminat de v.a.d.

b) Cazul infinit numarabil.

Fie (Q, K, P) un spatiu de probabilitate.
Definitia 6.1.3.
Orice functie definita pe € cu valori reale, X : Q =R, care satisface conditia {® | X(w)
< x} eK, oricare ar fi X eR, se numeste variabila aleatoare continua, sau, pe scurt,
variabila aleatoare sau v.a. Conditia pusd in definitie exprima faptul ca “mulfimea
evenimentelor elementare pentru care v.a X are valori mai mici decit x, oricare ar fi X,
trebuie sa fie tot un eveniment”. In cazul infinit, are sens si cerem ci v.a. X si apartini
unui interval, si nu probabilitatea sa ia o anumitd valoare. Aceastd interpretare este
apropiata de practica experimentald, deoarece, de exemplu, sansa de a gasi un individ cu
indlfimea de exact 1.75 m este aproape nula dacd masurarea se face cu eroare zero. De
obicei, printr-o asemenea valoare se intelege un intreg interval de inaltimi, toate acelea
care prin rotunjire la doud zecimale devin 1.75m.

Aceasta variabild fiind susceptibila de a lua o infinitate numarabila de valori, nu
se poate reprezenta printr-o diagrama cu bare, ci printr-o curba de distributie.

Functia de repartitie a v.a. X se defineste la fel ca in cazul finit:

F(x) = P(X £ x), unde prin X < x s-a notat evenimentul {® | X(w)
< x} (aici, evenimentele elementare, fiind o infinitate, ele nu se pot decit cel mult
enumera).

Probabilitatea ca v.a. X sa fie cuprinsa intr-un interval foarte mic”dx” centrat in
Xo este :

P((Xo - d_zx) < X< (Xo+ d—zx)) = f(Xo)dx = dF(Xo),

unde f(Xo) este ordonata curbei Tn punctul de abscisa Xq. Se observa ca, f(x) este derivata
functiei de repartitie. Invers, F(X) este integrala din f(x).

Daca exista, functia f se numeste densitatea de probabiliate a v.a. X.

Prin conventie, P(Xmin £ X < Xmax) = 1, unde Xmin $i Xmax Sint valorile extreme
ale lui X. De cele mai multe ori, acestea sint -oo i +oo.
Definitia 6.1.4.
Functia de repartitiec este absolut continui, daca exista o functie reala f : R — R, astfel

ncit F(x) = JX' f(u)du.



Grafic, functia de repartitie se interpreteaza ca fiind: marimea ariei de sub
graficul functiei f din figura de mai jos:
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Figura 6.1.4. Reprezentarea grafica a functiei de repartitie a unei

v.a.continue

Deci, F(xo) = (X £ Xg) este portiunea hasurata de arie de sub graficul functiei f(X)
si in stinga dreptei X = Xo.

Ca si in cazul finit, densitatea de probabilitate a v.a. X are urmatoarele doua
proprietati:

1) f(x) =2 0, oricare ar fi X; 2) I f(u)du=1.

Principalele proprietati ale functiei de repartitie sint:

10 Fx) L1,

2) F este nedescrescatoare (daca X3 < Xz, atunci F(X1) < F(x2));
3) lim F(x) =0, ¢ind X = -00 si lim F(x) = 1, cind X — +o0;
4)P(X; £ X <X2)=P(X<X2)-P(X<xy) =

X,
F(x2) — F(x1) = I f (u)du, daca F este functia de repartitie absolut
Xy
continud a v.a. X.

Prima proprietate rezultd din definifia unei probabilitdti, a doua aratd ca
probabilitatea unui eveniment nu poate sa scada daca se reuneste cu un alt eveniment, a
treia precizeaza probabilitatea evenimentului sigur si respectiv a celui imposibil, iar
ultima egalitate se utilizeaza la calculul probabilitatilor, atunci cind se cunoaste functia de
repartitie.

In situatia variabilelor aleatoare continue, repartitia cu largi aplicatii in domeniul
practicii este repartitia normali, care va fi studiatd mai tirziu, impreuna cu repartitiile
normal normati, l0g-normala, xz, Fisher-Snedecor, Student, binomiala, etc.

I1. Repartitii teoretice

Repartitia (distributia) unei v.a. constituie caracteristica de baza a v.a. respective,
intelegind prin aceasta fie repartitia ei de probabilitate, fie densitatea ei de repartitie. De
aceea, unele repartitii teoretice au o mare importantd in practica, deoarece pot constitui
modelul comportarii unor date observabile din care, utilizind calculul de probabilitéti, pot
fi trase concluzii foarte probabile si luate decizii corecte in domeniul explorat. Cele mai
importante ramin repartitia Bernoulli §i extensiile ei pentru cazul discret si repartitiile
Gauss-Laplace si normal normata pentru cazul continuu.



6.2.1. Repartitia binomiala

Repartitia binomiala (repartitia Bernoulli sau repartitia newtoniana sau legea alternativei
simple) se defineste pentru o variabila aleatoare discreta si are ca punct de plecare
schema bilei revenite:

Intr-o urni se afli in total N bile albe si negre. Probabilitatea de a extrage o
bila neagri este p (evenimentul E) si ramine aceeasi pe toati perioada
experimentului. O bila extrasa se repune in urna (adici, o extragere neexahustiva sau
non exhaustiva). Se cere probabilitatea ca Th urma a n extrageri sa se obtina k bile
negre (desigur, n-k vor fi albe), adica evenimentul E si apara (sa se realizeze) de k
ori si de n-k si nu apara (v.a X). Valoarea maxima a lui k fiind n.

Operatia de obtinere a unui rezultat intr-o astfel de schema, si nu numai, poarta
denumirea de incercare (o proba), iar o suitd de Incercari formeaza un experiment.

In modelarea unei v.a. discrete dupa o repartitie binomiald trebuie s se respecte
conditiile:

- variabila trebuie sa fie dihotomica, adicd sa primeasca doar doua valori
(alb/negru, bun/rau, barbat-femeie, rece/cald, cifra 1/tot ceea ce nu este cifra/ 1, etc.),
notate cu succes/insucces;

- procedura de obtinere a incercarilor (probelor, extragerilor) trebuie sa fie aceeasi
pe toatd durata experimentului;

- Tncercarile trebuie sa fie independente intre ele (probele nu se pot influenta
reciproc);

- probabilitatile asociate valorilor succes/insucces trebuie sa fie aceleasi de-a lungul
experimentului. Se noteaza cu p = P(succes) (adica, probabilitatea obtinerii unei valori
de succes), iar cu g =P(insucces) =1-p (deci,p+qg=1).

Fie X o variabila aleatoare repartizatd binomial. Valorile ei posibile reflecta
numarul de succese aparute intr-un experiment cu n incercari succesive. Acestea pot fi:
0,1, ...n

In conditiile date, se demonstreaza ca probabilititile ca X si primeascd aceste
valori sint date de expresia:

P(X=k)=Ckp g™  k=0,1,2, ...,n.

De exemplu, presupunind cd in n incercari de extragere a bilei din urna s-au
obtinut in ordinea: NANNAAAN.... Fiecare din cele n extrageri succesive fiind
independente, probabilitatea extragerii complete in aceasta ordine este egala cu produsul
probabilititilor elementare (principiul probabilitatii compuse), adicd: p.q.p.p.q.q.q.p ...
= pk.q”'k. Tinind cont ca numarul de permutarii cu repetitii in aranjarea a doua tipuri de
obiecte, k bile negre si n — Kk bile albe, este numarul de combindri C¥. Probabilitatea
cautata este:

P(X =k) = C* p*(1-p)" k=0,1,2, ..., n.

Se noteaza P(X = k) cu P(n; k) sau P,(Kk), iar repartitia binomiala cu parametrii
nsip, Bi(n; p), unde n, p si g au semnificatiile de mai sus.
Observatii. 1. Cind p = g = 0.5, formula se simplifica si devine:

P(X =k) = C¥ 0.5". Este cazul jocului cap sau pajuri;

2. Daca N este suficient de mare, (N > 10.n), atunci ne putem dispensa de conditia
de a repune in urna bila extrasa, extragerea fiind consideratd exhaustiva,

3. Daca extragerea este una exhaustiva, atunci se aplica legea hipergeometrica.



4. Valorile repartitiei binomiale sint tabelate pentru diferite valori ale lui n si p.

Proprietati.
1. M(X) = p = np. Expresia mediei se obtine plecind de la dezvoltarea binomului
lui Newton si considerind identitatea:

(px +)"= D Cip*x‘q" "= Zx P.(k).
k=0
Derivind identitatea in raport cu X se obune.

> kx**P, (k)= n.p. (px + q)™". Apoi, egalind pe x cu 1, avem:

k=0

> kP, (k)= n.p.
k=0

Functia (px + )" se numeste functia generatoare a legii binomiale.
2. D(X) =0 °= p2 = npg = np(1 - p);
3.6= 4/npq;
4. Pentru calculul mai usor al probabilitatii P,(k) se foloseste formula de
< n—k
recurenta: Pn(k+1) = PR 1_— Pn(K);
5. Moda (valoarea dominanta sau valoarea cea mai probabild) este partea intreaga

a expresiei p.(n+1) :
p.(n+1) — 1 < Mo < p.(n+1). Aceasta valoare se obtine tinind cont de

definitia modei: Mo > P(Mo - 1) si Mo > P(Mo + 1);
6. Functia de probabilitate este:

X ( 0 1 2 n )
) Oqun plqn -1 C,f p2q npan '
Se observa ca in linia a doua apar expresiile termenilor din dezvoltarea binomului
(p+a)"

7. Functia de repartitie (sau probabilité!;ile cumulate) este:

F(x) = ZP(n k) = ZC" "™, xeR.

Graficul func!;lel de repartme este specific unei distributii in trepte (o histograma).
Daca p = q = 0.5, graficul este simetric. In caz contrar, este asimetric, asimetria fiind

dictata de disproportia dintre p si Q.
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Figura 6.2.1.1. Distributiile binomiale Bi(8; 0.5) si Bi(5; 0.8)
8. Pentru aplicatii, valorile celor doud functii sint tabelate.



Aplicatii. 1. Care este probabilitatea ca sa se obtina 2 de 3 si o alta cifra, atunci cind se
arunca 3 zaruri?

a) sa se obtina fata 3 cu probabilitatea de p =% ;

b) o alta cifra diferita de 3 cu probabilitateade 1 — p = g .
Se aplica legea binomiala pentru n = 3 si k = 2:
P(X=2)=CZ. (1/6)°(5/6)' =0.07, pn=n.p=3. % = 0.5,

2 _ _, 15 _
o” =n.p.q=3. 56 0.08.
2. Stiind ca un lot de produse contine 8% piese defecte. Care este probabilitatea
ca extragind 10 piese sa se obtina mai mult de 2 (mai mult de 20%0) piese defecte?
De fapt, se cere sa se afle P(k > 2) sau P(k > 3) sau inca 1-Pk<2).
Extragind din tabela cu probabilitati cumulate corespunzatoare legii binomiale pentru n =
10 si p = 8%, se obtine: P(k < 2) =0.9599. Deci, probabilitatea ca extragind 10 piese sa

se obtina mai mult de doua piese defecte este egald cu:
1-0.9599 = 0.0401.

Observatie. Pentru un numar suficient de mare de observatii, repartitia binomiala Bi(n,
1/2) poate fi folositd, mai ales, in doua tipuri de aplicatii;

- verificarea apropierii masurdtorilor efectuate de o repartifie normala, in situatia
n care datele sint grupate intr-un numar de clase;

- gradarea unei scale continue pentru o variabila care se presupune ca este
continua §i pentru care existd un numar suficient de mare de observatii, intervalele
claselor fiind considerate egale intre ele.

Aplicatie. Repartizarea in clase se face tinind cont de numerele continute in triunghiul
lui Pascal: o clasa: 1
2clase: 11
3clase:121
4clase: 1331
Sclase: 14641
. Trei reguli stau la baza constructiei
triunghiului:
- prima linie are un singur 1;
- 0 linie ulterioara incepe si se incheie cu 1;
- un numar intermediar se obfine ca suma celor doud numere situate pe linia
anterioard deasupra si la stinga.
De exemplu, 250 de observatii pentru o variabild repartizatai normal pot fi
distribuite in 5 clase, astfel:

E=B=E=9=E=a+b+c+d+e=250= 15.62, notind cu a, b, ¢, d si e
1 4 6 4 1 1+4+6+4+1 16

efectivele cautate. Se obtin:
a=e=1x15.62 = 15.62;
b=d=4x15.62 =62.48;




€ =6x 15.62 = 93.72.
Prin rotunjire cu adaos, avem: a=16,b=62,c=94,d =62, e = 16.
Aceste rezultate pot fi utilizate 1n teste de comparare pentru a decide daca
repartifia variabilei studiate se ajusteaza printr-una normala.

6.2.2. Repartitia binomiala modificata
Daca se considera ca v.a. numarul de defecte (K) dintr-un esantion, unde frecventa (f) de

. ) ) . k .
defecte dintr-un esantion de dimensiune n este: f = —, atunci va f
n
urmeaza o lege binomiala cu media: p = p si abaterea medie patratica: o = Pa .
n

6.2.3. Extensii ale legii binomiale
6.2.3.1. Repartitia multinomiala

Am vazut cd v.a care urmeaza o lege binomiala trebuie sa fie dihotomica. Largirea acestei
conditii se adreseaza extragerilor non exhaustive efectuate asupra unor populatii cu mai
mult de 2 categorii de obiecte.

Fie o populatie cu k categorii in proportiile p1, P2, Ps, ..., Pk asupra careia se
efectueaza o extragere non exhaustiva de n obiecte.. Evident:

p1+p2+pst+...+tpk=1lsing+ny+nsg+...+ng=n.

Probabilitatea ca cele n obiecte sa fie repartizate in:

- ny obiecte din categoria (1),

- N, obiecte din categoria (2),

- Ny obiecte din categoria (k) este data de legea multinomiala:
n!
P(nl!nZJ-"!nk)z— fl 22--. Ek.

nInt.n/!

Aplicatie. O urna contine 30% bile negre, 20% bile albe si 50% bile rosii. Care este
probabilitatea ca, efectuind o extragere non exhaustiva de 6 bile, sa se obtina 3 bile negre,
2 bile albe si 0 bila rosie?

Se utilizeaza legea multinomiala:

P(3n, 24, 1R) = & 3% 022 0.5 = 0.0324.
31m
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